Efecto Pelicular (SKING) 1

EFECTO PELICULAR (Skin)
Introduccioén

El fendbmeno se caracteriza por una distribucién no uniforme de la corriente que
circula por los conductores. Su importancia esta directamente relacionada con la
frecuencia de operacion, la permeabilidad del medio y la geometria. En las lineas
de transporte de energia, el fendmeno se traduce en un aumento de la resistencia
eléctrica de los conductores, llegando a superar la resistencia en corriente
continua en un 6 a 7% como maximo.

Analizaremos el fenbmeno desde una visién general, de manera de poder pesar
adecuadamente las variables intervinientes.

Efecto pelicular en un conductor cilindrico
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Partimos de la hip6tesis de que la densidad de corriente no es uniforme en el
interior del conductor y que varia desde el centro del conductor hacia la periferia.
Para determinar la ley de variacién de densidad de corriente, plantearemos, a
partir de las conocidas leyes del electromagnetismo algunas expresiones que
relacionadas nos resolveran el problema. Concretamente arribaremos a una
funcién que nos da la densidad de corriente en funcion de la distancia al centro del
conductor.

Partimos de la conocida expresion:

J‘Hx.dI:N~I

Observando el corte transversal del conductor en la Fig.1, hacemos la circulacién
del vector campo magnético a lo largo de una linea cerrada ubicada a una
distancia x del centro del conductor, resultando:

2-m-X-HXx=IXx=Hx = IX

5 (1) donde Ix es la corriente que circula
T X

por el tubo de radio x
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En valores instantaneos tenemos:

IX

hx = 2
2-m-X (2)
; Ay . ot
o también: Re(W2 -Hx-elt) = Re‘/izlL @)
ST X

Recordemos que:

i= Re(\/§.|.ejmt)

|:| ||.|_0(:|,ejoc

el = cosot + jsenwmt
~Re(2-1-el*ty = \/§| I|-cos(ot +a)

Vemos en consecuencia que el haber tomado la parte real (Re) del vector hx nos
permite independizarnos de la posicion del vector, interesandonos solo por el valor
instantaneo.

o i elot

Dividiendo m a m la (3) por raiz de 2 resulta: Hx - e/t =|x.

(4)

2-1m-X

Definimos a continuacion la densidad Jx de corriente como nueva variable
dependiente de la distancia x al centro del conductor, resultando:

IX:IZ-n-x-JX-dX (5)
Reemplazando la (5) en (4), resulta:

2-m-X-Hx-e =2.1.x-el.dx ()
Derivando parcialmente la (6) respecto de x

jot
- Ix. o(Hx.e'™")

+Hx-elt [=2.7-x-Ix-el®t (7)
oX

Dado que el*tes independiente de x resulta:

2. m-x-elt -a:—erZ-wej‘”t ‘Hx =2-7-x-JIx-el (8)
X

OHX HXx
+ — =

Dividiendo m a m la (8) por 2.71-x-el' obtenemos: T x

JX (9)
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La expresién (9) muestra que Hx y Jx son variables dependientes de x, y para
eliminar Hx deberemos plantear otra ecuacion y obtener finalmente una expresion
de Jx en funcion de x.

La nueva ecuacion surge de aplicar la segunda ley de Kirchoff a la espira indicada
en la figl por los puntos a, a’, b’, b. En dicha espira se cumple que la fem inducida
es igual a la suma de las caidas de tensién. En consecuencia tendremos:

Recordemos que: 1=J-AyRj =p-TA| 1Ry =J-A-p-%|=J«p~A|

En consecuencia las caidas de tension valdran:

Caida de tension enab =Jx-el®'.p. Al (10)
Caida de tensién en a’b’ = [Jxmax celot +a—i(\]xmax -ej“’t)~dx} .p-Al (10)
Sumando las caidas de tension e igualando a la fem inducida, resulta:
p-AI-[Jxmax -elot +8—i(\]xmax -ej“’t)-dx}—p-Al-JxmaX Lelot = p-AI-a—i(Jxmax -ej(”t)-dx
; p-AI.a—i(Jxmax -ej‘”t)-dx—% -0 (11)
El flujo es funcion del tiempo y de la distancia x al elemento tubular
O =BXppay - €/ - Al dX = - HX 1y - €A dX (12)
Reemplazando (12) en (11) tendremos:

p~AI.§(Jxmax ~ej“’t)-dx—§(u-meax Lelet ~AI)~dx: 0 (13)
X

Suponiendo que L es constante, que Hxmax no es funcion del tiempo y que elot

no es funcion de x, derivaremos el segundo término de (13) respecto de t,
resultando:

Ot Hy o =0 (14)

iot OJIX .
p-AI.eJmt.ﬁ—jm-Al-u-e

Dividiendo m a m por elot. 2 para obtener los valores eficaces y despejando Hx

obtendremos:
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Hx = _l_p% (15)
op oX
reemplazando (15) en (9) y multiplicando m a m por Jou
P

—jp 0%x _jp 8Ix _
op ox2  oOPX OX

JXx (16)

2 .
0 Jx+1_8Jx_Jm-u_JX:0 (17)
ox2 X Ox p

Las derivadas parciales de (17) se pueden cambiar a totales, ya que las Unicas
variables independiente y dependiente son respectivamente X, y JX.

Jx como puede observarse en la (17) es una funcion compleja. La distancia radial
x debe considerarse como la componente real de una variable compleja.

La (17) es una forma especial de la ecuacion de Bessel y es analoga a la siguiente
expresion de variables reales:

d’y  1.dy
dx? X

“Z+k?.y=0 (18)
dx

Se puede plantear la solucion de la (18) como una serie infinita de la siguiente
forma:

y=ag+a;-X+a,-X>+ag X3+, +a,-x" (19)
Haciendo:
2
j—z=2-a2+6~a3~x+12~a4-x2+20~a5~x3+ ........ (20)

X
1-ﬂ:ﬂ+2-az+3-a3-x+4-a4-x2+5-a5-x3+6-a6-x4+ ....... (21)
X dx X
k?.y=k?.-ag+k?-a;-x+k?-a, - x> +k? a3 -x3+k?-a, -x* +...... (22)

Sumando las expresiones (20), (21) y (22) y reemplazando en la (18) tendremos la
solucion.

Si al sumar sacamos factor comun a las distintas potencias de x, veriamos que
para que se cumpla la igualdad a cero, tendrian que ser cero todos los
coeficientes de las distintas potencias de x, es decir:
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a; =0

2.a,+2-a,+k?-ag=0

6-a3+3-a3+k%*-a;=0 (23)

12-a, +4-a4 +k?-a, =0

20-ag +5-a5 +k%-a3 =0

Vemos que todos los coeficientes de subindice impar dependen de a; y como

este es igual a cero, todos los impares son igual a cero. Por su parte todos los
pares dependen de ag, por lo tanto:

Reemplazando estos coeficientes en la (19), se obtiene para la solucion la
siguiente serie:

k-x)?  kx)*  (kex)°

y=2ao-[1- 22 92 42 92 42 g2

La serie (24) se llama funcion Bessel de primera clase, orden cero y se representa

por Jg (K- X).

Resolviendo la (17) en forma analoga y suponiendo que los coeficientes “ai” han
de ser complejos, tendriamos la siguiente solucion.

= y=X

jo-n X2 - 2 x4 - 3 x® (29)
JX=a0' 1+J “‘_2_[ Mj . 2 Z_j( Mj . 2 > 2“1‘....
P2 p ) 2%.4 p ) 22.4%.6

Llamando: m=_|2# (26) y separando en términos reales e imaginarios
p

resulta;

+ +...
22 22.4%2.6% 2%.4%7.6%2.8%.10°

JX:ao'{l 22 .42 92 42 g2.g2

(27)

St (o’ } jao_{(mx)z_ (mx)° (mx)*°

Llamando a las partes real e imaginaria: ber(mx) y bei(mx) que significan Bessel
real y Bessel imaginario respectivamente, resulta:
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Jx =a, -(bermx + joeimx)  (28)

El coeficiente a, se puede determinar conociendo al vector intensidad de
corriente de corriente en la superficie; que sera Jr, luego la (27) quedara:

_bermx + jbeimx
bermr + jbeimr

Ix=Jr

(29)

La expresion (29) nos permite calcular la densidad de corriente en un conductor
cilindrico en funcién de la distancia al centro del conductor.

Impedancia interna de un conductor cilindrico

Es aquella debida a la resistencia interna y a los enlaces de flujo producidos por el
flujo interior.

Podriamos explicar el fendmeno skin de la siguiente manera: Los filamentos
virtuales de corriente que comprenden al conductor tienen la misma caida de
tension Los centrales son abrazados por el flujo interior y el flujo exterior; en
cambio los filamentos externos o superficiales solo son abrazados por el flujo
externo al conductor. Por lo tanto la caida de tension inductiva es mayor en el
interior que en la superficie, y esto debe ser compensado con una mayor caida
resistiva en la superficie, lo cual se logra aumentando la densidad de corriente en
la superficie, ya que la resistencia en si misma como caracteristica del material
deberia ser la misma.

La caida de tension en un filamento cualquiera sin tener en cuenta los enlaces de
flujo exterior es:

m

Y la Zi: zi= Vi P I | QT a9
I I m

Donde | es el vector corriente del conductor

Recordandoque [=2-n-r-H, (32)

2\ dx

De (15) y (26) obtenemos:  H, :_—J-[d‘]xj (33)
m X

=r

Reemplazando en (33) el valor dado por la (29) tenemos:

Hr =-— L Jr. , ~£(bermx+j.beimx (34)
m?2 bermr + jbeimr | dx et
Llamando:
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bermx :L(bermx):i-i(bermx) (35)
d(mx) dx

3

imx = —9 beimx) =+ .9 (pei
bei mx_d(mx) (belmx)_rn OIX(belmx) (36)

Reemplazando la (34) en (32) y esta ultima en (31), resulta finalmente:

Si_Vi_pem _bermr + jbeimr {9} 37 (%)

| 2.;er beimr —jbermr | m

La (37) nos permite calcular la impedancia interna Zi de un conductor a cualquier

frecuencia, conociendo la permeabilidad y la resistividad del material.

Donde: p debe expresarse en ohmxm y la permeabilidad relativa debe
7 H

0’ —

multiplicarse por la absoluta pg=4-n-1
m

Relacién entre la resistencia con efecto piel y sin él

La parte real de la expresion compleja de Zi es la resistencia efectiva; la cual se
puede encontrar racionalizando la (37) y siendo la resistencia en corriente
continua:

Q
Ro=P=—P_|2
A TC- r2 m
Resulta la siguiente relacion entre la resistencia efectiva y la Ro:

R m-.r bermr-beimr—beimr-bermr

— (38)
Rp 2 (beimr)? + (ber'mr)?
Siendo:
I O \/2-n-f-4-n-1o—7.u, [semf1077 .y, _\/8-71-10_7 f
p p P Ro
ner?
(39)

En unidades métricas la (39) queda:

mr=1584.104. M1 (40
Ro

9)
Ry =—
Om
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., R .
La relacion N se puede observar en la Fig.2, donde vemos que para la
0
frecuencia industrial los valores maximos que puede alcanzar no superan el 8% de
la resistencia en corriente continua.
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Fig. 2
Relaciéon de inductancia interna con efecto piel y sin €l
La parte imaginaria de la impedancia interna Zi a la cual hicimos mencion

anteriormente, sera la reactancia inductiva interna.
Racionalizando la (37) y tomando la parte imaginaria, resulta:

o.Lic Pm _beimr-beimr +bermr-bermr {Q

— 41
2.1t (beimr)? + (bermr)? m} “h

Recordemos que la inductancia interna de un conductor, suponiendo una
distribucioén uniforme de la corriente vale:

n | H
Lo=—1|— 42

0 8-n{m} (42)
Relacionando (41) y (42) resulta:
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Li _ 4 beimr-beimr+bermr-bermr

L mr (beimr)? + (bermr)?

(43)

La relacion (43) tiende a la unidad cuando f tiende a cero (Fig. 3).

Cuando calculamos las constantes de una linea y en especial r y x debemos
corregirlos de acuerdo a lo que hemos visto, es decir que el efecto piel hace
aumentar la resistencia efectiva de un conductor y disminuir la reactancia inductiva
interna.

(*) Justificacion de la expresion (37)
De la (31) Z, _Vi_pd 1 Q
I I m
Y recordando que:
I=[H-dI=1=2-m1H, -2, __ P
2-m-r-H,
Ademas de la (15)

Hy = _lp 0 y recordando también que: m=_[2H - m2 =2E
o-p OX 0 5
Luego:
Hy/x=r =Hy = _—i(%j y recordando de la (29) Jx = Jr- bermx + J_befmx
m X Jx=r bermr + jbeimr

Reemplazando y derivando resulta:

Hr = _; : Jr. : {i(bermxﬂ.beimx)}
m< bermr + jbeimr [ dx -

Y Llamando:

, d(bermx 1 d
ber mX/X:r :WZH'&(bermX)/er

., d(beimx) 1 d .
beimx/,_, =——%*=—.-—(beimx)/,_

' dmx) m dx( Vxer

Reemplazando en Hr, resulta:

- m-(bermr + jbeimr)
Hr = -Jy - ——
m? ber(mr) + jbei(mr)

Simplificando y reemplazando en la expresion de Zi tendremos finalmente la
expresion (37)
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7i p-dr  pd; ber(mr)+jbeimr)  p-m bermr+ jbeimr

2.r-H  2-mer ;nJ-J,-(ber’mr+jbe|"mr) 2-m-r beimr—jbermr
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La Fig. 5-a muestra imaginariamente la distribucién de corriente por tres filetes de
corriente ubicados uno en el centro del conductor y los otros dos en la periferia,
suponiendo que la distribucién de corriente es uniforme.

Si la resistencia de cada filete fuera de 10 ohm, la perdida total de potencia seria:

3-52.10=750W,, lo cual se traduciria en una resistencia equivalente del conjunto

de 7—5023,33£2

152

La Fig. 5-b muestra la distribucion de corrientes cuando por el filete central circula
menos corriente debido al aumento de la inductancia del filete central.

En este caso la pérdida de potencia total sera: 2.5.5%.10+4% =765W, lo cual

se traduciria en una resistencia equivalente del conjunto de lf =3,40Q.
15

La inductancia colocada en la rama central defasa la corriente de dicha rama
respecto a las otras dos. Por lo tanto para que la suma de 15 A, la corriente de la
rama central tendra que ser algo mayor que 4 A y esto hard que la resistencia
efectiva sea algo mayor aun que 3,4 ohm.
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